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motivation

sand, granulates:    6 103 kg/french/year 

second most used "fluid" water (1./10*) 
far ahead petroleum (4*) 

Food, medicine 

Environmental flows (avalanches, mud flow….)

http://www.brgm.fr/sites/default/files/btp_approvisionnement_materiaux_0.pdf

https://www.planetoscope.com/petrole/1480-consommation-de-petrole-en-france.html

facts:

http://www.brgm.fr/sites/default/files/btp_approvisionnement_materiaux_0.pdf
https://www.planetoscope.com/petrole/1480-consommation-de-petrole-en-france.html
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Eugene Cook Bingham (1878-1945)

The Bingham-rheology
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Figure 1. (a) Ratio of shear to normal stress τ/P as a function of the
dimensionless shear rate I = ud/h

√
P/ρ in simulations of plane shear. (b) τ/P

as a function of I = ud/h
√

gh estimated at the base for flow down inclined planes.
(c) Sketch of the dependence of the friction coefficient µ with dimensionless shear
rate I = γ̇d/

√
P/ρ.

stays trapped is tmean − tmicro, we can compute the time averaged volume fraction φ:

φ =
tmicroφmin + (tmean − tmicro)φmax

tmean
. (4)

It follows that the volume fraction varies linearly with the dimensionless shear rate
I = tmicro/tmean:

φ = φmax − (φmax − φmin)I. (5)

Typical values are φmax = 0.6 and φmin = 0.5.
Equations (3) and (5) represent constitutive equations that can be applied to predict

different flow configurations. In the next section we discuss the predictions made with
this approach and compare them with experimental observations.

3. Different flow configurations

3.1. Plane shear

The first important test of the rheology concerns simple plane shear without gravity.
The plane shear configuration is shown in figure 2(a). A granular layer of thickness h

doi:10.1088/1742-5468/2006/07/P07020 4
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first order fluids  
(linear Stokesian or linear Reiner Rivlin) 
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- the «min» limits viscosity to a large value 
- always flow, even slow

construction of a viscosity based on the D2 invariant and redefinition of I

Boundary Conditions: no slip and p=0 at the interface for µ(I)
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implementation in Gerris/ Basilisk flow solver?

I = d
p

2D2/
p

(|p|/⇢).⌘ = min(⌘
max

,max (⌘(D2) , 0))



��g

fluid
small density

small viscosity

The granular fluid is covered by a passive light fluid (it allows for a zero pressure boundary condition at the surface, bypassing 
an up to now difficulty which was to impose this condition on a unknown moving boundary).  
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Boundary Conditions: no slip and p=0 at the interface for µ(I)
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u(H+), we obtain the velocity profile.
In practice, we solve two ordinary di⇥erential equations (using a shooting method with
Runge–Kutta di⇥erentiation), and we determine using Newton iterations the value of
⇤0 which allows the velocity profiles in 0 < y < H and in H < y < 2H to satisfy the
condition u(H�) � u(H+) = 0.
Figure 2 displays examples of computation of the velocity profile in 0 < y < H and in
H < y < 2H for di⇥erent values of the viscosity �f and density ⇥f of the upper fluid.
Non-dimensional velocity u =

⇤
gHū and depth y = Hȳ are used. We assume 25 grains

across the granular layer i.e. d̄ = d/H = 1/25. The influence of the upper fluid on the
granular flow is visible; in particular, the upper fluid can decelerate the granular flow
su⇧ciently to create a zone of constant velocity close to the interface (a plug flow). Note
however that in the limit of small density ⇥f and viscosity �f , the Bagnold solution for
the velocity profile in the granular flow is recovered.

3. Implementing the viscosity in the Gerris flow solver
3.1. The Gerris flow solver

Gerris is an open-source solver for the solution of incompressible fluid motion using the
finite-volume approach (Popinet 2003, 2009). Gerris uses the Volume-of-Fluid (VOF)
method to describe variable density two-phase flows. In this method the Navier–Stokes
equations are written as

� · u = 0,

⇥
�

⇤u
⇤t + u · �u

⇥
= ��p + � · (2�D),

⇤c
⇤t + � · (cu) = 0,

⇥ = c⇥1 + (1 � c)⇥2,

� = c�1 + (1 � c)�2,

where the volume fraction c(x, y, t) enables the tracking of the position of the interface.
D is the deformation tensor (�u+�uT )/2. Gerris uses a second-order staggered-in-time
discretisation combined with a time-splitting projection method. This gives the following
time-stepping scheme
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Combining equations (3.2) and (3.3) of the above set results in the following Poisson
equation
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where the velocity advection term un+ 1
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2
is estimated by means of the Bell-

Colella-Glaz second-order unsplit upwind scheme (Popinet 2003; Bell et al. 1989). Note

6 P.-Y. Lagrée, L. Staron and S. Popinet

u(H+), we obtain the velocity profile.
In practice, we solve two ordinary di⇥erential equations (using a shooting method with
Runge–Kutta di⇥erentiation), and we determine using Newton iterations the value of
⇤0 which allows the velocity profiles in 0 < y < H and in H < y < 2H to satisfy the
condition u(H�) � u(H+) = 0.
Figure 2 displays examples of computation of the velocity profile in 0 < y < H and in
H < y < 2H for di⇥erent values of the viscosity �f and density ⇥f of the upper fluid.
Non-dimensional velocity u =

⇤
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event properties (i++) {
  trash ({alphav});

  scalar η[];
  foreach() {
  
   … compute η

  }
  boundary ({η});

  scalar fa[];
  foreach()
    fa[] = (4.*f[] + 
      2.*(f[-1,0] + f[1,0] + f[0,-1] + f[0,1]) +
      f[1,1] + f[-1,1] + f[1,-1] + f[-1,-1])/16.;
  boundary ({fa});

  foreach_face() {
    double fm = (fa[] + fa[-1,0])/2.;

    muv.x[] = (fm*(η[] + η[-1,0])/2. + (1. - fm)*mug);
    alphav.x[] = 1./ρ(fm);
  }
foreach()

    rhov[] = ρ(fa[]); 
 boundary ({muv,alphav,rhov});
}

    foreach() {
        η[] = etamx;
        double D2 = 0.;
        foreach_dimension() {
            double dxx = u.x[1,0] - u.x[-1,0];
            double dxy = (u.x[0,1] - u.x[0,-1] + u.y[1,0] - u.y[-1,0])/2.;
            D2 += sq(dxx) + sq(dxy);
        }
        if (D2 > 0.) {
            D2 = sqrt(D2)/(2.*Δ);
            η[] = (Bi/(sqrt(2)*D2 + eta0*Bi/etamx) + 1)*eta0 ;
        }
    }

D2 =
p

DijDij

⌘ = ⌘0 +
⌧0p
2D2

Bi = ⌧0/(⌘0U/L)

implementation
Bingham

#include "navier-stokes/centered.h"
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http://basilisk.fr/Basilisk%20C#boundary-conditions
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http://basilisk.fr/Basilisk%20C#boundary-conditions
http://basilisk.fr/Basilisk%20C#foreach_face
http://basilisk.fr/Basilisk%20C#iterators
http://basilisk.fr/Basilisk%20C#boundary-conditions
http://basilisk.fr/Basilisk%20C#iterators
http://basilisk.fr/Basilisk%20C#foreach_dimension
http://basilisk.fr/src/navier-stokes/centered.h


 
  foreach() {

    η[] = mug;
    if (p[] > 0.) {
      double D2 = 0.;
      foreach_dimension() {
  double dxx = u.x[1,0] - u.x[-1,0];
  double dxy = (u.x[0,1] - u.x[0,-1] + u.y[1,0] - u.y[-1,0])/2.;
  D2 += sq(dxx) + sq(dxy);
      }
      if (D2 > 0.) {
  D2 = sqrt(D2)/(2.*Δ);  // this is D2   
  
  double sD2 = sqrt(2.)*D2; // this sD2 is (sqrt(2) D2)
  double In = sD2*Dgrain/sqrt(p[]);
  double muI = .4 + .28*In/(.4 + In);
  double etamin = sqrt(Dgrain*Dgrain*Dgrain);
  η[] = max((muI*p[])/sD2, etamin);
  η[] = min(η[],100);      }
    }
  }

  boundary ({η});
  scalar fa[];
  

µ(I) = µ1 +
µ2 � µ1

I0/I + 1
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µ(I)p
2D2

p
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p

DijDij

I = d
p

2D2/
p

(|p|/⇢).

implementation
µ(I)

event properties (i++) {
  trash ({alphav});

  scalar η[];
  foreach() {
  
   … compute η

  }
  boundary ({η});

  scalar fa[];
  foreach()
    fa[] = (4.*f[] + 
      2.*(f[-1,0] + f[1,0] + f[0,-1] + f[0,1]) +
      f[1,1] + f[-1,1] + f[1,-1] + f[-1,-1])/16.;
  boundary ({fa});

  foreach_face() {
    double fm = (fa[] + fa[-1,0])/2.;

    muv.x[] = (fm*(η[] + η[-1,0])/2. + (1. - fm)*mug);
    alphav.x[] = 1./ρ(fm);
  }
foreach()

    rhov[] = ρ(fa[]); 
 boundary ({muv,alphav,rhov});
}

#include "navier-stokes/centered.h"
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http://basilisk.fr/Basilisk%20C#foreach_face
http://basilisk.fr/Basilisk%20C#iterators
http://basilisk.fr/Basilisk%20C#boundary-conditions
http://basilisk.fr/src/navier-stokes/centered.h


Implementations of NS-µ(I)
- Mangeney, Ionescu, Bouchut, Lusso 2016 
- Krabbenhoft 2014 
- Dunatunga & Kamrin 2015 
- Barker & Gray 2015 
- Daviet & Bertails-Descoubes 2016

Implementations of Bingham
-  Liu,  Balmforth,  Hormozi, Hewitt, 2016, 
- Dufour and Pijaudier-Cabotz 2005 
- Vinay Wachs,   Agassant 2005 
- Vola, Babik, Latché 2004
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Collapse of columns simulation Basilisk µ(I)

http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/granular_sandglass.c

reproduce Lagrée Staron Popinet 2011

http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/granular_sandglass.c


Collapse of columns simulation Gerris µ(I)

DCM vs Gerris µ(I)



Collapse of columns simulation Gerris µ(I)

Numerical simulations based on Ionescu et al.(2015) results where they compared experiments with a
finite element model have been performed to see the influence of the friction at the bottom. Two different
configurations are presented. For both case the intial column is 0.14m high and 0.2m wide but slope angle
is varied from 0 to 16 degrees. The friction condition is implemented as

u.t[bottom] =

(

t < 1 ?dirichlet(0) : neumann

(

µ.y[ ] ? −
µc p[ ]

µ.y[ ]

u1.x[ ]
√

|u1.x[]|2 + ϵ2
: 0.

))

: dirichlet(0); (37)

where ϵ = 1.10−6 used to regularise the rheology (see F. Bouchut) µc = 0.48 the bottom friction coefficient.
Note that, to help the solver, a no-slip condition is imposed while t < 1, this help the initialisation of
the problem and allow the implementation of a small time step (∆t = 0.0025 which corresponds to ∆t =
2.98.10−4s in dimensional variable)

Figure 4 – Comparison with previous results (experiments and finite elements method). The slope angle is
θ = 0◦ (left) and θ = 16◦ (right).

Taking into account a friction condition instead of no-slip for θ = 0◦ doesn’t really have consequences on
the results. Basilisk gives better results than the numerical simulations of Ionescu et al. (2015), especially
near the left boundary of the domain. Moreover, the free surface shape of the deposit is in really good
agreement with the experiment. For θ = 16◦ both numerical methods (Basilisk and finite element) are not
as good as θ = 0◦. The final runout distance is relatively well captured with the no-slip condition in Basilisk
whereas some issue are encountered with the friction condition (the simulation crashes before the end so
technically here the green curve is not exactly at the good time on the bottom rigt figure...).

6

Solids are with friction at the wall 

implement solid friction at the wall  
instead of no slip

⌧ = µsp

Neumann condition, instead of no slip 

under work 
with Sylvain Viroulet, Anne Mangeney IPGP

http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/granular_column_muw.c

@u

@y
|0 =

µsp

⌘

http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/granular_column_muw.c


• Flow in a Hourglass Discharge from Hoppers

simulation DCM (Lydie Staron)



• A well know experimental result:  
Hagen Beverloo constant discharge law

• Tool: contact dynamics for discrete simulation

• Presentation of continuum «µ(I) rheology»

• Implementation in a Navier Stokes FV VOF

• example of simulations DCM versus NS: collapse of columns

• the Hour Glass: discrete versus continuum simulations

• Problem:  

Simulate the hour glass with discrete and continuum 
theories

• try to recover the Beverloo 1961 Hagen 1852 law from 
discrete and continuum simulations



• Flow in a Hourglass Discharge from Hoppers

simulation discrete vs continuum



• comparing Torricelli
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• Flow in a Hourglass Discharge from Hoppers

Width of the aperture

discrete vs continuum (a shift)

Beverloo (1961)
Hagen (1852)

Staron Lagrée Popinet 2014



discrete vs continuum (at same rate)Staron Lagrée Popinet 2014



Staron Lagrée Popinet 2014 discrete vs continuum (at same rate)
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Staron Lagrée Popinet 2014 discrete vs continuum (at same rate)



π-theorem
checked with NS-µ(I) in 2D and even in 3D (square geo.)
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1.4 Les champs

(a)

(b)

FIGURE 1.10 – . (a) Les champs typiques pour un instant t/
p
L/g = 4 avec effet de friction pour

W = 0.25L dans un cas d’un orifice latéral : pression p

p adimensionné par sa valeur maximale (à
gauche), la norme de la vitesse verticale et la vitesse horizontale |U |p adimensionné par sa valeur
maximale (au centre), et le nombre sans dimension I pour une gamme inférieure à 0.1, la couleur
rouge représente la zone où I � 0.1 (à droite). (b)Les champs typiques pour un instant t/

p
L/g =

4 sans effet de friction : pression p

p adimensionné par sa valeur maximale (à gauche), la vitesse
verticale vp adimensionné par sa valeur maximale (au centre), et le nombre sans dimension I pour
une gamme inférieure à 0.1, la couleur rouge représente la zone où I � 0.1 (à droite).

Y. ZHOU
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Figure 3 – Computed mass flow rate Q normalized by ⇢
p
gW 5 as a function of D/W for a case

with H = 360d, L = 90d, D = 45d, With and without effect of friction (Continuous simulation).

3.2 Comparison with numerics and experiments

In this section we test the numerical codes to see whether they can reproduce, at least qualitati-
vely the experiments. For the rectangular silo, we did numerical simulations with discrete dynamics
(detailed results will be shown in the section dedicated to the flow at the outlet). We did numerical
simulations of the continuum flow as well. In pure bidimensional flow, the Navier Stokes simulations
recover the Beverloo-Hagen scaling as in reference [4, 1, 9, 10], but with a slightly different numerical
method. The 2D simulations for non Newtonian Navier Stokes are plotted on figure 3, with red circles.
Then, to mimic the effects of the lateral walls, we added the term of friction proportional the pressure
and aligned with the velocity. This is plotted on the same figure 3. We notice that the "small thickness
regime" experimentally identified is recovered from the numerical resolution.

The mean velocity at the outlet is plotted as well. We can compare this velocity from the expe-
riments in Fig. 4(a) to the velocity form continuous simulations in Fig. 4(b). They follow the same
trend. Note that the dashed box in Fig. 4(a) represents the scale of Fig. 4(b), this means that the
continuous simulation does not reach the two extreme regimes of experiment.

When the force exerted by the friction at the wall (f
w

) is too large, the numerical continuous
simulations fail. The numerical method is not designed to such a large source term. Extra developments
have to be done. Nevertheless, we present here some comparisons of the fields at the limit of the
numerical model. Fig. 5 shows the streamline of experimental and numerical results, from Fig 5(a),
we can see that, when increasing W , the streamlines become more vertical. The numerical velocity
field (see Fig. 6) is very similar to the experimental velocity field, and the profil of stagnant zone is
flatter for larger width W . We may explain as follow this behavior at small W in looking back at the
Navier Stokes equation. We look at a steady flow (or neglect inertia). As the friction at the walls is
larger and larger when W is smaller and smaller, the friction term (of magnitude µ

w

p/W ) will be at
most as large as gravity (⇢g). Gradients of the stress tensor are of order of magnitude of µ

s

p/L. This
order of magnitude may be rewritten as (µ

s

/µ
w

)(W/L)µ
w

p/W . It is clearly smaller than µ
w

p/W as
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Q = ⇢W 2
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gW F(D/W )rescaling with:

(D/W ) ⌧ 1 (D/W ) � 1

NS Hele-Shaw µ(I) 
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plot as function of D/W

Hagen-Beverloo friction dominated{ {



Q = ⇢W 2
p
gW F(D/W )rescaling with:

(D/W ) ⌧ 1 (D/W ) � 1
small thicknesslarge thickness

plot as function of D/W

(D/W ) < 1, Q ⇠ D3/2W (D/W ) > 1, Q ⇠ W 3/2D

with the friction µ(I) depending on the inertial number I , ([4], [3]), see details in [6, 7] (µs = 0.4, �µ = 0.28, I0=0.4 ):

⌘ =
µ(I)pp
2D2

, with I =
d
p
2D2p
p/⇢

, µ(I) = µs +
�µ

I0/I + 1
, and D2 =

q
D : D .

Modeling the friction on the wall (proportional to µwp) is a problem with the fluid description as we can impose only no slip
or slip for the velocity at the wall. To take into account this lateral friction, we average the momentum equation across the
width of the silo (in the Hele-Shaw spirit, [2]). This adds �2(µwp/W )(�!u /|�!u |) as an averaged additional force from the
sidewalls in the momentum equation. We test these three models with both codes.

RESULTS

For the 2D configuration simulations we obtain a good agreement between contact dynamics and Navier–Stokes, and again
we recover the Hagen–Beverloo 2D law. Interestingly enough, we found a simple analytical solution for the pressure field (a
kind of Flamant solution plus lithostatic pressure), which describes well the initial times. For pure 3D continuum simulations
with Navier-Stokes (with slip conditions at the wall), we obtain as well the Hagen–Beverloo 3D law for the flow for aspect
ratio of order one and for square or round holes. Changing now the width W of the silo, from the experiments, we identify two
regimes, which depend on the ratio of height to width of the orifice. When D/W is smaller than a critical value, Q ⇠ D3/2W ,
when D/W is larger then Q ⇠ W 3/2D (see figure 1 center). The same trend is observed for 2D cross-averaged simulations
(with the additional sidewalls friction term), this is plotted on figure 1 right.

Figure 1: Left, the model configuration: an asymmetrical 3D silo with lateral orifice. When D/W is smaller than a critical
value C, we have Q ⇠ D3/2W , like the Hagen–Beverloo 2D scaling. When D/W is larger than C, we have Q ⇠ W 3/2D.
The trends obtained from the experiments (center) are reproduced with the averaged Navier–Stokes with µ(I), (right).

CONCLUSIONS

The main result of this work is the identification, both experimentally and numerically, of a new flow regime for thin
silos with a lateral opening, where the discharge rate is proportional to D, in contrast to the classical 2D behavior where
the discharge rate is in power 3/2, obtained for thick silos. This work also demonstrates that the continuum µ(I)-rheology
describes well granular flows compared to experiments and discrete simulations. It can thus be used as a tool to compute many
industrial configurations.
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Chapitre 2

Les modèles et résolutions
mathématiques

2.1 Introduction, problème et méthodes
Les fluides de Bingham ont la particularité d’avoir des comportements de solide sous faible contrainte. Cet

aspect particulier de ce fluide rend la détermination de sa viscosité et son comportement di�cile. Néanmoins,
sous des hypothèses de simplification, une description de la rhéologie des fluides de Bingham est possible.

Plusieurs études [11], [4] se sont consacrées au cas des fluides à rhéologie particulière telle que les fluides
avec loi de Bingham ou encore de Herschel-Bulkley, en e�ectuant des simulations et modélisations numé-
riques, mais également des expériences à grandes et petites échelles. L’intérêt est, bien sûr, d’approcher des
simulations numériques aux données expérimentales et ainsi établir une loi générale pour les fluides concernés.
Une introduction aux di�érents fluides à rhéologie di�érentes est présentée en annexe.

Une méthode de déterminer la rhéologie d’un fluide en écoulement est de réaliser des expériences en
laboratoire afin de les interpréter avec des simulations numériques.

Ainsi, un écoulement de "Poiseuille généralisé" est pris comme cas d’étude. Un écoulement de "Poiseuille
généralisé" sur une pente est soumis uniquement à deux forces caractéristiques : la gravité et le frottement au
bord. La gravité agit comme force motrice de l’écoulement. Nous présentons d’abord les équations complètes
de Navier Stokes, puis une simplification de type couche mince, et enfin une simplification 1D.

2.2 Équations générales
Il faut commencer par poser les équations de conservations de la masse et du quantité de mouvement

de l’écoulement d’un fluide incompressible sur une pente. Cela revient à écrire les équations Navier-Stokes à
deux dimensions :

ˆu

ˆx
+ ˆv

ˆy
= 0 (2.1)

fl
1ˆu

ˆt
+ ˆu2

ˆx
+ ˆuv

ˆy

2
= ≠ ˆp

ˆx
+ ˆ·xx

ˆx
+ ˆ·xy

ˆy
+ flg sin ◊ (2.2)

fl
1ˆv

ˆy
+ ˆuv

ˆx
+ ˆv2

ˆy

2
= ≠ˆp

ˆy
+ ˆ·xy

ˆx
+ ˆ·yy

ˆy
≠ flg cos ◊ (2.3)

puis, il faut écrire la relation entre ·ij et Dij , avec Dij = 1
2 ( ˆu

i

ˆx
j

+ ˆu
j

ˆx
i

).
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Chapitre 2

Les modèles et résolutions
mathématiques

2.1 Introduction, problème et méthodes
Les fluides de Bingham ont la particularité d’avoir des comportements de solide sous faible contrainte. Cet

aspect particulier de ce fluide rend la détermination de sa viscosité et son comportement di�cile. Néanmoins,
sous des hypothèses de simplification, une description de la rhéologie des fluides de Bingham est possible.

Plusieurs études [11], [4] se sont consacrées au cas des fluides à rhéologie particulière telle que les fluides
avec loi de Bingham ou encore de Herschel-Bulkley, en e�ectuant des simulations et modélisations numé-
riques, mais également des expériences à grandes et petites échelles. L’intérêt est, bien sûr, d’approcher des
simulations numériques aux données expérimentales et ainsi établir une loi générale pour les fluides concernés.
Une introduction aux di�érents fluides à rhéologie di�érentes est présentée en annexe.

Une méthode de déterminer la rhéologie d’un fluide en écoulement est de réaliser des expériences en
laboratoire afin de les interpréter avec des simulations numériques.

Ainsi, un écoulement de "Poiseuille généralisé" est pris comme cas d’étude. Un écoulement de "Poiseuille
généralisé" sur une pente est soumis uniquement à deux forces caractéristiques : la gravité et le frottement au
bord. La gravité agit comme force motrice de l’écoulement. Nous présentons d’abord les équations complètes
de Navier Stokes, puis une simplification de type couche mince, et enfin une simplification 1D.

2.2 Équations générales
Il faut commencer par poser les équations de conservations de la masse et du quantité de mouvement

de l’écoulement d’un fluide incompressible sur une pente. Cela revient à écrire les équations Navier-Stokes à
deux dimensions :
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2.4 Les équations de RNSP : Hypothèse de couche mince
Une première simplification permettant de résoudre ces équations est de considérer l’hypothèse de couche

mince. L’épaisseur de l’écoulement h est petite devant la largeur L de l’écoulement. On peut introduire un
nombre sans dimension tel que : ‘ = h

L << 1. Ainsi, les équations (2.1) à (2.3) s’écrivent :

ˆu

ˆx
+ ˆv

ˆy
= 0 (2.8)

fl
1ˆu

ˆt
+ ˆu2

ˆx
+ ˆuv

ˆy

2
= ≠ ˆp

ˆx
+ ˆ·xy

ˆy
+ flg sin ◊ (2.9)

0 = ≠flg cos ◊ ≠ ˆp

ˆy
(2.10)

Ces équations sont aussi appelé RNSP, pour "Reduced Navier Stokes Prandtl". Ce sont en fait des équations
de couche limite. Il est préférable de travailler en problème adimensionné. Un développement de l’adimen-
sionnalisation est présenté en annexe.

Les équations sont adimensionnées en utilisant les nombres sans dimension suivants :

[x, y, h, t, ·xy] =
Ë
x0x̄, h0ȳ, h0h̄,

x0t̄

U
, flgh0 cos ◊·̄xy

È

ˆū

ˆx̄
+ ˆv̄

ˆȳ
= 0 (2.11)

(ˆū

ˆ t̄
+ ˆū2

ˆx̄
+ ˆūv̄

ˆȳ
) = ≠ ˆp̄

ˆx̄
+ ˆ·̄x̄ȳ

ˆȳ
(2.12)

0 = ≠1 ≠ ˆp̄

ˆȳ
. (2.13)

Nous proposerons par la suite la résolution numérique de ce système.

2.5 Écoulement à inertie très faible, modèle 1D
Nous pouvons encore simplifier le système précédent en négligeant l’inertie, car la vitesse est de plus en

plus faible.

0 = ≠ ˆp

ˆx
+ ˆ·xy

ˆy
+ flg sin ◊ (2.14)

0 = ≠ˆp

ˆy
≠ flg cos ◊ (2.15)

D’après l’équation (2.15), l’expression de la pression est déduite. La pression est hydrostatique :

p = flg cos ◊h(x) (2.16)

et il ne reste que
ˆ·xy

ˆy
= flg cos ◊

ˆh(x)
ˆx

≠ flg sin ◊ (2.17)

on constate que le second membre est uniquement fonction de x, et si on pose

≠ˆP

ˆx
= ≠flg cos ◊

ˆh(x)
ˆx

+ flg sin ◊,

alors on résout uniquement en intégrant · par rapport à y.
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ˆ t̄
+ ˆū2
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ˆȳ
) = ≠ ˆp̄

ˆx̄
+ ˆ·̄x̄ȳ
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Nous pouvons encore simplifier le système précédent en négligeant l’inertie, car la vitesse est de plus en

plus faible.

0 = ≠ ˆp

ˆx
+ ˆ·xy

ˆy
+ flg sin ◊ (2.14)

0 = ≠ˆp

ˆy
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D’après l’équation (2.15), l’expression de la pression est déduite. La pression est hydrostatique :
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et il ne reste que
ˆ·xy

ˆy
= flg cos ◊

ˆh(x)
ˆx

≠ flg sin ◊ (2.17)

on constate que le second membre est uniquement fonction de x, et si on pose

≠ˆP

ˆx
= ≠flg cos ◊

ˆh(x)
ˆx

+ flg sin ◊,

alors on résout uniquement en intégrant · par rapport à y.

10

Reduced NS Prandtl 
RNSP

CHAPITRE 2. LES MODÈLES ET RÉSOLUTIONS MATHÉMATIQUES 10

2.4 Les équations de RNSP : Hypothèse de couche mince
Une première simplification permettant de résoudre ces équations est de considérer l’hypothèse de couche
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È
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ˆx̄
+ ˆūv̄

ˆȳ
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Les modèles et résolutions
mathématiques

2.1 Introduction, problème et méthodes
Les fluides de Bingham ont la particularité d’avoir des comportements de solide sous faible contrainte. Cet

aspect particulier de ce fluide rend la détermination de sa viscosité et son comportement di�cile. Néanmoins,
sous des hypothèses de simplification, une description de la rhéologie des fluides de Bingham est possible.

Plusieurs études [11], [4] se sont consacrées au cas des fluides à rhéologie particulière telle que les fluides
avec loi de Bingham ou encore de Herschel-Bulkley, en e�ectuant des simulations et modélisations numé-
riques, mais également des expériences à grandes et petites échelles. L’intérêt est, bien sûr, d’approcher des
simulations numériques aux données expérimentales et ainsi établir une loi générale pour les fluides concernés.
Une introduction aux di�érents fluides à rhéologie di�érentes est présentée en annexe.

Une méthode de déterminer la rhéologie d’un fluide en écoulement est de réaliser des expériences en
laboratoire afin de les interpréter avec des simulations numériques.

Ainsi, un écoulement de "Poiseuille généralisé" est pris comme cas d’étude. Un écoulement de "Poiseuille
généralisé" sur une pente est soumis uniquement à deux forces caractéristiques : la gravité et le frottement au
bord. La gravité agit comme force motrice de l’écoulement. Nous présentons d’abord les équations complètes
de Navier Stokes, puis une simplification de type couche mince, et enfin une simplification 1D.

2.2 Équations générales
Il faut commencer par poser les équations de conservations de la masse et du quantité de mouvement

de l’écoulement d’un fluide incompressible sur une pente. Cela revient à écrire les équations Navier-Stokes à
deux dimensions :

ˆu

ˆx
+ ˆv

ˆy
= 0 (2.1)

fl
1ˆu

ˆt
+ ˆu2

ˆx
+ ˆuv

ˆy

2
= ≠ ˆp

ˆx
+ ˆ·xx

ˆx
+ ˆ·xy

ˆy
+ flg sin ◊ (2.2)

fl
1ˆv

ˆy
+ ˆuv

ˆx
+ ˆv2

ˆy

2
= ≠ˆp

ˆy
+ ˆ·xy

ˆx
+ ˆ·yy

ˆy
≠ flg cos ◊ (2.3)

puis, il faut écrire la relation entre ·ij et Dij , avec Dij = 1
2 ( ˆu

i

ˆx
j

+ ˆu
j

ˆx
i

).
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2.6.4 Conservation de la masse
Le fluide est incompressible, on intègre (2.11) sur l’épaisseur h en tenant compte du fait que h varie (règle

de Leibniz) : ⁄ h

0

ˆv

ˆy
dy = v(h) ≠ v(0)

En supposant la condition d’adhérence, on a la vitesse nulle en 0 v(0) = 0, et la vitesse à l’interface se traduit
par :

v(h) = ˆh

ˆt
+ u(x, y = h)ˆh

ˆx

soit :
ˆh

ˆt
= ≠

⁄ h

0

ˆu

ˆy
dy ≠ u

ˆh

ˆx

En utilisant la règle de Liebniz,
ˆh

ˆt
= ≠ ˆ

ˆx

⁄ h

0
u dy ≠ u

ˆh

ˆx
+ u

ˆh

ˆx

on alors classiquement la relation reliant les variations de hauteur aux variations de flux :

ˆh

ˆt
+ ˆQ

ˆx
= 0 (2.42)

2.6.5 Système final
Le système final est donc la conservation de la masse :

ˆh

ˆt
+ ˆQ

ˆx
= 0 (2.43)

avec la donnée de Q(h)
— Dans le cas Poiseuille cela donne :

ˆh

ˆt
+ ˆ

ˆx
[ h3

3µ
(S ≠ ˆh

ˆx
)] = 0 (2.44)

— Dans le cas Bingham cela donne :

ˆh

ˆt
+ ˆ

ˆx
[Uh

3 (3 ≠ Y

h
)] = 0 (2.45)

avec : U = 1
µ (S ≠ ˆh

ˆx ) Y 2

2 et Y = max(h ≠ B
|S≠ ˆh

ˆx

| , 0)

— Dans le cas Hersch-bulkley cela donne :

ˆh

ˆt
+ ˆ

ˆx
[U [1 ≠ (1 ≠ y

Y
)]] = 0 (2.46)

avec : U = n
n+1 ( 1

µ (S ≠ ˆh
ˆx ))1/nY

n+1

n et Y = max(h ≠ B
|S≠ ˆh

ˆx

| , 0)
Il faut alors résoudre cette équation du mouvement.

2.6.6 Écriture sans dimension
(plus loin on écrira encore Y mais sans dimension Y = max(h ≠ B

S≠ˆh/ˆx , 0)
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Les modèles et résolutions
mathématiques

2.1 Introduction, problème et méthodes
Les fluides de Bingham ont la particularité d’avoir des comportements de solide sous faible contrainte. Cet

aspect particulier de ce fluide rend la détermination de sa viscosité et son comportement di�cile. Néanmoins,
sous des hypothèses de simplification, une description de la rhéologie des fluides de Bingham est possible.

Plusieurs études [11], [4] se sont consacrées au cas des fluides à rhéologie particulière telle que les fluides
avec loi de Bingham ou encore de Herschel-Bulkley, en e�ectuant des simulations et modélisations numé-
riques, mais également des expériences à grandes et petites échelles. L’intérêt est, bien sûr, d’approcher des
simulations numériques aux données expérimentales et ainsi établir une loi générale pour les fluides concernés.
Une introduction aux di�érents fluides à rhéologie di�érentes est présentée en annexe.

Une méthode de déterminer la rhéologie d’un fluide en écoulement est de réaliser des expériences en
laboratoire afin de les interpréter avec des simulations numériques.

Ainsi, un écoulement de "Poiseuille généralisé" est pris comme cas d’étude. Un écoulement de "Poiseuille
généralisé" sur une pente est soumis uniquement à deux forces caractéristiques : la gravité et le frottement au
bord. La gravité agit comme force motrice de l’écoulement. Nous présentons d’abord les équations complètes
de Navier Stokes, puis une simplification de type couche mince, et enfin une simplification 1D.

2.2 Équations générales
Il faut commencer par poser les équations de conservations de la masse et du quantité de mouvement

de l’écoulement d’un fluide incompressible sur une pente. Cela revient à écrire les équations Navier-Stokes à
deux dimensions :

ˆu

ˆx
+ ˆv

ˆy
= 0 (2.1)

fl
1ˆu

ˆt
+ ˆu2

ˆx
+ ˆuv

ˆy

2
= ≠ ˆp

ˆx
+ ˆ·xx

ˆx
+ ˆ·xy

ˆy
+ flg sin ◊ (2.2)

fl
1ˆv

ˆy
+ ˆuv

ˆx
+ ˆv2

ˆy

2
= ≠ˆp

ˆy
+ ˆ·xy

ˆx
+ ˆ·yy

ˆy
≠ flg cos ◊ (2.3)

puis, il faut écrire la relation entre ·ij et Dij , avec Dij = 1
2 ( ˆu

i

ˆx
j

+ ˆu
j

ˆx
i

).
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Comparaison avec Liu et al. (2016)

39/1

I Le profil d’épaisseur aux temps :

t = 0, 2.5, 5, 10 et 50s
pour Bi = 0.05.

t = 0, 10 et 50s pour
le cas Bi = 0.14.

http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/column_SCC.c

Bingham

http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/column_SCC.c
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2.4 Les équations de RNSP : Hypothèse de couche mince
Une première simplification permettant de résoudre ces équations est de considérer l’hypothèse de couche

mince. L’épaisseur de l’écoulement h est petite devant la largeur L de l’écoulement. On peut introduire un
nombre sans dimension tel que : ‘ = h

L << 1. Ainsi, les équations (2.1) à (2.3) s’écrivent :

ˆu

ˆx
+ ˆv

ˆy
= 0 (2.8)

fl
1ˆu

ˆt
+ ˆu2

ˆx
+ ˆuv

ˆy

2
= ≠ ˆp

ˆx
+ ˆ·xy

ˆy
+ flg sin ◊ (2.9)

0 = ≠flg cos ◊ ≠ ˆp

ˆy
(2.10)

Ces équations sont aussi appelé RNSP, pour "Reduced Navier Stokes Prandtl". Ce sont en fait des équations
de couche limite. Il est préférable de travailler en problème adimensionné. Un développement de l’adimen-
sionnalisation est présenté en annexe.

Les équations sont adimensionnées en utilisant les nombres sans dimension suivants :

[x, y, h, t, ·xy] =
Ë
x0x̄, h0ȳ, h0h̄,

x0t̄

U
, flgh0 cos ◊·̄xy

È

ˆū

ˆx̄
+ ˆv̄

ˆȳ
= 0 (2.11)

(ˆū

ˆ t̄
+ ˆū2

ˆx̄
+ ˆūv̄

ˆȳ
) = ≠ ˆp̄

ˆx̄
+ ˆ·̄x̄ȳ

ˆȳ
(2.12)

0 = ≠1 ≠ ˆp̄

ˆȳ
. (2.13)

Nous proposerons par la suite la résolution numérique de ce système.

2.5 Écoulement à inertie très faible, modèle 1D
Nous pouvons encore simplifier le système précédent en négligeant l’inertie, car la vitesse est de plus en

plus faible.

0 = ≠ ˆp

ˆx
+ ˆ·xy

ˆy
+ flg sin ◊ (2.14)

0 = ≠ˆp

ˆy
≠ flg cos ◊ (2.15)

D’après l’équation (2.15), l’expression de la pression est déduite. La pression est hydrostatique :

p = flg cos ◊h(x) (2.16)

et il ne reste que
ˆ·xy

ˆy
= flg cos ◊

ˆh(x)
ˆx

≠ flg sin ◊ (2.17)

on constate que le second membre est uniquement fonction de x, et si on pose

≠ˆP

ˆx
= ≠flg cos ◊

ˆh(x)
ˆx

+ flg sin ◊,

alors on résout uniquement en intégrant · par rapport à y.
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"Multilayer" resolution: 
integrate on fraction of height 

coupling of several shallow water with interaction 
(Audusse Bristeau Perthame Sainte-Marie 2011)

http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/viscous_collapse_ML.c
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/bingham_collapse_ML.c

with Francesco De Vita
Bingham
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0
x

z

η(x, t)

Free surface

h4(x, t)

zb(x, t)

h3(x, t)

h2(x, t)

h1(x, t)

H(x, t)

u4(x, t)

u3(x, t)

u2(x, t)
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z2+1/2(x, t)

z1+1/2(x, t)

z1/2 = zb(x, t)

Bottom

z4+1/2 = η(x, t)

Figure 2. Notations for the multilayer approach.

We depart from the free surface hydrostatic Euler system

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0, (2.1)

∂u

∂t
+

∂u2

∂x
+

∂uw

∂z
+

∂p

∂x
= 0, (2.2)

∂p

∂z
= −g, (2.3)

for
t > t0, x ∈ R, zb(x) ≤ z ≤ η(x, t),

where η(x, t) represents the free surface elevation, u = (u, w)T the velocity. The water height is H = η− zb, see
Figure 2.

We add the two classical kinematic boundary conditions. At the free surface, we prescribe

∂η

∂t
+ us

∂η

∂x
− ws = 0, (2.4)

where the subscript s denotes the value of the considered quantity at the free surface. At the bottom, the
impermeability condition gives

ub
∂zb

∂x
− wb = 0, (2.5)

where the subscript b denotes the value of the considered quantity at the bottom.
We consider that the flow domain is divided in the vertical direction into N layers of thickness hα with N +1

interfaces zα+1/2(x, t), α = 0, . . . , N (see Fig. 2) so that

H =
N∑

α=1

hα, (2.6)

and

zα+ 1
2
(x, t) = zb(x) +

α∑

j=1

hj(x, t). (2.7)
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We consider the average velocities uα, α = 1, . . . , N defined by

uα(x, t) =
1
hα

∫ zα+1/2

zα−1/2

u(x, z, t)dz, (2.8)

we also denote
〈
u2

〉
α

(x, t) =
1
hα

∫ zα+1/2

zα−1/2

u2(x, z, t)dz, (2.9)

and
uα+1/2 = u(x, zα+1/2, t), (2.10)

the value of the velocity at the interface zα+1/2.

Proposition 2.1. With these notations, an integration of (2.1)–(2.3) over the layers [zα−1/2, zα+1/2],
α = 1, . . . , N leads to the following system of balance laws

∂hα

∂t
+

∂hαuα

∂x
= Gα+1/2 − Gα−1/2, (2.11)

∂hαuα

∂t
+

∂

∂x

(
hα

〈
u2

〉
α

)
+ ghα

∂H

∂x
= −ghα

∂zb

∂x
+ uα+1/2Gα+1/2 − uα−1/2Gα−1/2. (2.12)

The expression of the exchange terms Gα+1/2 is given in the following.

Proof. The proof relies on simple calculus based on the Leibniz rule. Using the incompressibility condition (2.1)
integrated over the interval [zα−1/2, zα+1/2], we deduce the mass equation (2.11) where we exhibit the kinematic
of the interface on the right hand side

Gα+1/2 =
∂zα+1/2

∂t
+ uα+1/2

∂zα+1/2

∂x
− w(x, zα+1/2, t), α = 0, . . . , N. (2.13)

The relation (2.13) gives the mass flux leaving/entering the layer α through the interface zα+1/2.
Then we consider the velocity equation (2.2). We first observe that from the hydrostatic assumption (2.3)

one can compute the pressure as a function of the water height :

p(x, z, t) = g(η(x, t) − z).

Now we integrate equation (2.2) over the interval [zα−1/2, zα+1/2] and we obtain the relation

∂hαuα

∂t
+

∂

∂x
(hα

〈
u2

〉
α
) + ghα

∂η

∂x
= uα+1/2Gα+1/2 − uα−1/2Gα−1/2, (2.14)

and with the definition of H , this is equivalent to (2.12). Then the kinematic boundary conditions (2.4) and
(2.5) can be written

G1/2 = 0, GN+1/2 = 0. (2.15)

These equations just express that there is no loss/supply of mass through the bottom and the free surface.
Notice also that one can compute Gα+1/2, just adding up the equations (2.11) for j ≤ α and using the first

equality of (2.15)

Gα+1/2 =
∂

∂t

α∑

j=1

hj +
∂

∂x

α∑

j=1

hjuj, α = 1, . . . , N. (2.16)
!

http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/viscous_collapse_ML.c
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/bingham_collapse_ML.c
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2.6.4 Conservation de la masse
Le fluide est incompressible, on intègre (2.11) sur l’épaisseur h en tenant compte du fait que h varie (règle

de Leibniz) : ⁄ h

0

ˆv

ˆy
dy = v(h) ≠ v(0)

En supposant la condition d’adhérence, on a la vitesse nulle en 0 v(0) = 0, et la vitesse à l’interface se traduit
par :

v(h) = ˆh

ˆt
+ u(x, y = h)ˆh

ˆx

soit :
ˆh

ˆt
= ≠

⁄ h

0

ˆu

ˆy
dy ≠ u

ˆh

ˆx

En utilisant la règle de Liebniz,
ˆh

ˆt
= ≠ ˆ

ˆx

⁄ h

0
u dy ≠ u

ˆh

ˆx
+ u

ˆh

ˆx

on alors classiquement la relation reliant les variations de hauteur aux variations de flux :

ˆh

ˆt
+ ˆQ

ˆx
= 0 (2.42)

2.6.5 Système final
Le système final est donc la conservation de la masse :

ˆh

ˆt
+ ˆQ

ˆx
= 0 (2.43)

avec la donnée de Q(h)
— Dans le cas Poiseuille cela donne :

ˆh

ˆt
+ ˆ

ˆx
[ h3

3µ
(S ≠ ˆh

ˆx
)] = 0 (2.44)

— Dans le cas Bingham cela donne :

ˆh

ˆt
+ ˆ

ˆx
[Uh

3 (3 ≠ Y

h
)] = 0 (2.45)

avec : U = 1
µ (S ≠ ˆh

ˆx ) Y 2

2 et Y = max(h ≠ B
|S≠ ˆh

ˆx

| , 0)

— Dans le cas Hersch-bulkley cela donne :

ˆh

ˆt
+ ˆ

ˆx
[U [1 ≠ (1 ≠ y

Y
)]] = 0 (2.46)

avec : U = n
n+1 ( 1

µ (S ≠ ˆh
ˆx ))1/nY

n+1

n et Y = max(h ≠ B
|S≠ ˆh

ˆx

| , 0)
Il faut alors résoudre cette équation du mouvement.

2.6.6 Écriture sans dimension
(plus loin on écrira encore Y mais sans dimension Y = max(h ≠ B

S≠ˆh/ˆx , 0)
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http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/bingham_collapse_noSV.c

Bingham

http://www.math.ubc.ca/~njb/Research/revslump.pdf
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/bingham_collapse_noSV.c
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Figure 4.4 – Comparaison des fronts à trois temps fixe des trois modèles. t = 2.5 (gauche), t = 10 (centre)
et t = 400(droite).

Sachant qu’à un angle d’inclinaison est associé un nombre de Bingham. Pour le cas plan S = 0, on distingue
donc deux asymptotes pour prédire l’arrêt. Une asymptotes pour des nombres de Bingham inférieur à nombre
de Bingham critique B π Bc et une autre asymptotes pour les nombre de Bingham supérieur,B ∫ Bc.

B π S2 B ∫ S2

xfŒ
S
B (1 + S

2 ) + ...
1

9(1+S/2)2

8B

21/3
+ ...

Figure 4.5 – Expressions des asymptotes pour la position de l’arrêt en fonction de Bc le Bingham critique
et S la pente.

On rappel le tableau récapitulatif des asymptotes définie par Hogg :

 1

 10

10-2 10-1 100 101 102 103 104 105

x f

t

Figure 4.6 – L’avancée du front d’écoulement. Les lignes discontinue montre la position de l’arrêt analytique,
pour B = 0, 0.01, 0.1 et 1

D’après la figure 4.6, il est observable que le modèle 1D utilisé pour les simulations sont cohérentes. En
e�et, les solutions du modèle 1D convergent et se superposent aux valeurs analytique définie par Hogg [9].

La figure 4.7, donne l’évolution de la position finale du front pour di�érents nombres de Bingham. Les
courbes en traits pleins donnent en fait les asymptotes de la prédiction faite par Hogg [9]. Comme le montre
cette figure, les résultats numériques se superposent parfaitement sur les prédictions. Cela permet de conso-
lider le modèle 1D, puisque les résultats numériques convergent vers la solution analytique.
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B < Bc : (9/(8B))**(1./3)

B > Bc : 1 + 1/(6B)

Figure 4.7 – L’influence de B sur l’arrêt xmax, la courbe verte est l’asymptote dans le régime B >> S2, la
courbe en bleu présente l’asymptote du régime B << S2. L’intersection des deux courbe donne le nombre de
Bingham critique Bc ƒ 0.25 pour la configuration S = 0.

4.2 Résultats générales pour le modèle 2D
Les équations du modèle 2D suivant :

ˆū

ˆx̄
+ ˆv̄

ˆȳ
= 0

du

dt
= ≠Òp ≠ gL

U2
0

ey + 1
Re1

Ò.

5
( BiÔ

2D̄2
+ 1)(2D)

6

avec B2D = ·
y

flgL le nombre de Bingham. La viscosité :

÷eq = (Bi/(
Ô

2D̄2) + 1)

On présente un exemple d’e�ondrement obtenu avec le modèle 2D sur la figure 4.8. Sur cet exemple de
B = 0.001, on s’approche d’un fluide trés visqueux et donc l’écoulement est rapide.

4.2.1 Profile de vitesse
En traçant le profil de vitesse à un temps t donnée, on peut traquer le profil du ’Plug’ comme dans le

modèle 1D.

4.2.2 Influence de la hauteur du tas sur l’e�ondrement du tas pour le modèle
2D/1D.

En e�et, il existe un lien entre la hauteur du tas initial du fluide, et la convergence vers la solution analy-
tique pour le modèle 2D. Cette influence est mis en évidence en comparant l’évolution du front d’écoulement
pour le modèle 1D et 2D. Ainsi, il est évident que la hauteur initiale du tas de fluides a une influence sur
l’évolution de l’arrêt de l’écoulement pour le modèle 2D.

L’article de [9], donne une prédiction pour la longueur d’arrêt de d’e�ondrement pour le modèle 1D.

4.2.3 Étude de paramètre : ÷

max

On rappel les équations de Navier-Stokes pour la loi de comportement de Bingham sans dimension :
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Figure 3.12 – Comparaison de l”évolution du front en fonction du temps xmax(t).
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comparisons  
-2D  
-RNSP Multilayer/ 
-1D (integral) 

compared experiments, discrete and continuum simulations
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/column_SCC.c

http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/granular_sandglass_muw.c
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/granular_sandglass.c
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/granular_column_muw.c

the model for the pertinent level of simplification 

http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/viscous_collapse_ML.c
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/bingham_collapse_ML.c

http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/bingham_collapse_noSV.c

Conclusion: a simple class of non newtonian  
flows solved with Basilisk  

+ shallow water Savage Hutter on the web
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/front_poul_ed.c

http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/column_SCC.c
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/granular_sandglass_muw.c
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/granular_sandglass.c
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/granular_column_muw.c
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/viscous_collapse_ML.c
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/bingham_collapse_ML.c
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/bingham_collapse_noSV.c
http://basilisk.fr/sandbox/M1EMN/Exemples/front_poul_ed.c
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